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Rettevejledning

Opgave 1. For ethvert a ∈ R betragter vi tredjegradspolynomiet P : C →
C, som er givet ved forskriften

∀ z ∈ C : P (z) = z3 + (2 + a)z2 + (2 + 2a)z + 2a.

Desuden betragter vi differentialligningerne

(∗) d3x

dt3
+ (2 + a)

d2x

dt2
+ (2 + 2a)

dx

dt
+ 2ax = 0

og

(∗∗) d3x

dt3
+ 3

d2x

dt2
+ 4

dx

dt
+ 2x = 14e−t.

(1) Vis, at z = −a er en rod i polynomiet P , og bestem dernæst de øvrige
rødder i P.

Løsning. Ved indsættelse af tallet z = −a i polynomiet P , ser vi, at
z = −a er en rod i P , og ved efterfølgende polynomiumsdivision f̊ar vi,
at

∀ z ∈ C : P (z) = (z + a)(z2 + 2z + 2).

Vi ser nu, at
z2 + 2z + 2 = 0 ⇔ z = −1± i,

og hermed har vi godtgjort, at P har de tre rødder: −a, −1 + i og
−1− i.

(2) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗).



Løsning. Vi finder, at

x = c1e
−at + c2e

−t cos t+ c3e
−t sin t,

hvor c1, c2, c3 ∈ R.

(3) For hvilke a ∈ R er differentialligningen (∗) globalt asymptotisk stabil.

Løsning. For ethvert a > 0 er differentialligningen (∗) globalt asymp-
totisk stabil.

(4) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗∗).

Den tilsvarende homogene differentialligning er differentialligningen (∗)
for a = 1. Vi gætter p̊a en speciel løsning af formen x̂ = Ate−t, og vi
f̊ar s̊a, at

x̂′ = Ae−t − Ate−t, x̂′′ − 2Ae−t + Ate−t, x̂′′′ = 3Ae−t − Ate−t,

hvoraf vi finder, at A = 2. Den fuldstændige løsning til (∗∗) er derfor

x = c1e
−t + c2e

−t cos t+ c3e
−t sin t+ 2te−t,

hvor c1, c2, c3 ∈ R.

(5) Bestem den løsning x̃ = x̃(t) til differentialligningen (∗∗), s̊a betingelserne
x̃(0) = 0, x̃′(0) = 0 og x̃′′(0) = 0 er opfyldt.

Løsning. Vi ser, at

x′ = (2− c1)e
−t + (c3 − c2)e

−t cos t− (c2 + c3)e
−t sin t− 2te−t,

og at

x′′ = (c1 − 2)e−t − 2c3e
−t cos t+ 2c2e

−t sin t+ 2te−t,

og ved at benytte dette i de krævede betingelser f̊ar vi, at
c1 + c2 = 0
(2− c1)− c2 + c3 = 0
c1 − 2− 2c3 = 0

⇔


c1 + c2 = 0
−c1 − c2 + c3 = −2
c1 − 2c3 = 2

⇔


c1 = −2
c2 = 2
c3 = −2

.

Heraf f̊ar vi nu, at

x̃ = −2e−t + 2e−t cos t− 2e−t sin t+ 2te−t.



Opgave 2. Vi betragter 3× 3 matricen

A =

 1 0 −1
0 1 0
−1 0 1


og vektordifferentialligningerne

(§) dz

dt
= Az

og

(§§) dz

dt
= B(v)z,

hvor

B(v) =

 v 1 1
1 v 3
1 3 0


for v ∈ R.

(1) Bestem egenværdierne og egenrummene for matricen A.

Løsning. Matricen A har det karakteristiske polynomium

P (t) = det(A− tE) = (1− t)3 − (1− t) = (1− t)
(
(1− t)2 − 1

)
,

og heraf f̊ar vi, at de karakteristiske rødder (og dermed egenværdierne
for A) er t = 0, t = 1 og t = 2.

De tilhørende egenrum er

V (0) = N(A) = span{(1, 0, 1)}, V (1) = N(A− E) = span{(0, 1, 0))}

og
V (2) = N(A− 2E) = span{(−1, 0, 1)}.

(2) Bestem den fuldstændige løsning for vektordifferentialligningen (§).

Løsning. Den fuldstændige løsning til vektordifferentialligningen (§)
er

z = z(t) = c1

 1
0
1

+ c2e
t

 0
1
0

+ c3e
2t

 −1
0
1

 ,

hvor c1, c2, c3 ∈ R.



(3) Bestem resolventen P (0, t) for differentialligningen (§).

Løsning. Vi ser, at

z(0) = c1

 1
0
1

+ c2

 0
1
0

+ c3

 −1
0
1

 ,

og hvis vi inverterer matricen

C =

 1 0 −1
0 1 0
1 0 1

 ,

f̊ar vi

C−1 =


1
2

0 1
2

0 1 0
−1

2
0 1

2

 .

Vi ser nu, at resolventen P (0, t) er den 3 × 3 matrix, der har søjlerne
p1(t),p2(t) og p3(t), hvor

p1(t) =


1
2
+ 1

2
e2t

0
1
2
− 1

2
e2t

 , p2(t) =

 0
et

0

 og p3(t) =


1
2
− 1

2
e2t

0
1
2
+ 1

2
e2t

 .

(4) Er vektordifferentialligningen (§§) globalt asymptotisk stabil for visse
værdier af parameteren v ∈ R?

Løsning. Da 3 × 3 matricen B(v) er symmetrisk, er vektordifferen-
tialligningen (§§) globalt asymptotisk stabil, hvis og kun hvis B(v) er
negativ definit. De ledende hovedunderdeterminanter D1, D2 og D3 af
første, anden og tredje orden skal derfor have alternerende fortegn, s̊a
D1 = v < 0, D2 = v2 − 1 > 0 og D3 = 6− 10v < 0. Dette medfører, at

v < 0 ∧ v2 − 1 > 0 ∧ v >
2

5
⇔ v < −1 ∧ v >

3

5
.

Dette viser, at vektordifferentialligningen (§§) ikke er globalt asympto-
tisk stabil for nogen værdi af v ∈ R.

Opgave 3. Lad mængden K1 være en kompakt delmængde af Rn, mæng-
denK2 en kompakt delmængde afRm og mængdenK3 en kompakt delmængde
af Rl.



(1) Vis, at mængden

K = K1 ×K2 = {(x, y) ∈ Rn ×Rm | x ∈ K1 ∧ y ∈ K2}

er en kompakt delmængde af Rn ×Rm.

Løsning. Vi vælger en vilk̊arlig følge (vk) =
(
(xk, yk)

)
af punkter fra

mængden K1 ×K2. Følgen (xk) er en følge p̊a den kompakte mængde
K1, og denne følge har derfor en konvergent delfølge (xkp), der har
grænsepunkt x ∈ K1. Delfølgen (ykp) er en følge af punkter p̊a den
kompakte mængde K2, og den har derfor en konvergent delfølge (ykpq )
med grænsepunkt y ∈ K2.

Vi ser nu. at den oprindelige følge (vk) =
(
(xk, yk)

)
har den konvergente

delfølge (vkpq ) =
(
(xkpq , ykpq )

)
, som har grænsepunktet v = (x, y) ∈

K1 ×K2. Heraf fremg̊ar det, at K1 ×K2 er en kompakt delmængde af
Rn ×Rm.

(2) Vis, at mængden

C = K1×K2×K3 = {(x, y, z) ∈ Rn×Rm×Rl | x ∈ K1 ∧ y ∈ K2 ∧ z ∈ K3}

er en kompakt delmængde af Rn ×Rm ×Rl.

Løsning. Dette følger umiddelbart af ovenst̊aende resultat.

Opgave 4. Vi betragter integralet

I(x) =
∫ π

0

(
(et + sin t)x+ 2ẋ2

)
dt =

∫ π

0

(et + sin t)x+ 2

(
dx

dt

)2
 dt

og den funktion F : R2 → R, som har forskriften

∀ (x, y) ∈ R2 : F (x, y) = (et + sin t)x+ 2y2.

(1) Vis, at funktionen F er konveks overalt p̊a definitionsmængden R2.

Løsning. Vi ser, at

∂F

∂x
= et + sin t og

∂F

∂y
= 4y.



Da har funktionen F = F (x, y) Hessematricen

F ′′ =

(
0 0
0 4

)
.

Denne matrix er positiv semidefinit, s̊a funktionen F er konveks overalt
p̊a R2.

(2) Bestem den funktion x∗ = x∗(t), der minimerer integralet I(x), idet
betingelserne x∗(0) = 1

4
og x∗(π) = 1

2
eπ er opfyldt.

Løsning. Ovenst̊aende resultat viser, at det givne variationsproblem
er et minimumsproblem.

Eulers differentialligning for dette problem er

∂F

∂x
− d

dt

(
∂F

∂ẋ

)
= 0 ⇔ et + sin t− 4ẍ = 0 ⇔ ẍ =

1

4
et +

1

4
sin t.

Heraf f̊ar vi s̊a, at den fuldstændige løsning til Eulers differentialligning
er

ẋ =
1

4
et − 1

4
cos t+ c1 og x =

1

4
et − 1

4
sin t+ c1t+ c2,

hvor c1, c2 ∈ R.

Idet betingelserne x∗(0) = 1
4
og x∗(π) = 1

2
eπ skal være opfyldt, f̊ar vi,

at c1 =
1
4π
eπ og c2 = 0. den søgte løsning er derfor

x∗(t) =
1

4
et − 1

4
sin t+

1

4π
eπt.


