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Rettevejledning

Opgave 1. For ethvert a € R betragter vi tredjegradspolynomiet P : C —
C, som er givet ved forskriften

VzeC:P(z)=2+(2+a)2® + (2 + 2a)z + 2a.

Desuden betragter vi differentialligningerne
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(1) Vis, at z = —a er en rod i polynomiet P, og bestem dernaest de gvrige
rgdder i P.
Lgsning. Ved indsattelse af tallet z = —a i polynomiet P, ser vi, at
z = —aerenrodi P, og ved efterfglgende polynomiumsdivision far vi,
at

VzeC:P(2)=(2+a)(z* +22 +2).

Vi ser nu, at
242242=0ez2=—1=+1,

og hermed har vi godtgjort, at P har de tre rgdder: —a, —1 + ¢ og
—1—q.

(2) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().



Lgsning. Vi finder, at
x=cre” " 4+ coe " cost + cge tsint,

hvor ¢q, c9,c3 € R.
For hvilke a € R er differentialligningen (x) globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. For ethvert a > 0 er differentialligningen (x) globalt asymp-
totisk stabil.

Bestem den fuldstaendige lgsning til differentialligningen ().

Den tilsvarende homogene differentialligning er differentialligningen ()
for a = 1. Vi gaetter pa en speciel lgsning af formen & = Ate™t, og vi
far sa, at

¥ =Aet — Ate™, 37 —24e7 4+ Ate™t, 2" = 3Ae ! — Ate™?,
hvoraf vi finder, at A = 2. Den fuldsteendige lgsning til («x) er derfor
x=cre "+ coe cost + cge tsint + 2te

hvor ¢y, c9,c3 € R.

Bestem den lpsning & = Z(t) til differentialligningen (*x), sa betingelserne
z(0) = 0,2'(0) = 0 og "”(0) = 0 er opfyldt.

Lgsning. Vi ser, at
¥ =2—-c)e "+ (c3 —co)e P cost — (co + c3)e Fsint — 2te,
og at
7" = (c; —2)e" — 2cze " cost + 2cpe " sint + 2te
og ved at benytte dette i de kraevede betingelser far vi, at
c1+c=0 c1+c=0 cp=—2
{(2—61)—02+63:O<:>{—01—62+63:—2<:>{62:2 )
cp1—2—2c3=0 c1 — 2c3 =2 c3 = —2
Heraf far vi nu, at

F=—-2et+4+2tcost —2e tsint + 2te .



Opgave 2. Vi betragter 3 x 3 matricen

1 0 -1
A= 0 1 O
-1 0 1

og vektordifferentialligningerne

d
(8) a% = Az
0g
d

(88) d—j = B(v)z,
hvor

v 1 1

Bwv)=11 v 3

1 30

for v € R.

(1) Bestem egenveaerdierne og egenrummene for matricen A.

Lgsning. Matricen A har det karakteristiske polynomium
P(t) =det(A —tE) = (1—1)* = (1) = (1 =) ((1 = )* = 1),

og heraf far vi, at de karakteristiske rgdder (og dermed egenvaerdierne
for Ayert=0,t=1o0gt=2.

De tilhgrende egenrum er
V(0) = N(A) =span{(1,0,1)}, V(1) = N(A — E) = span{(0,1,0))}

" V(2) = N(A — 2E) = span{(—1,0,1)}.

(2) Bestem den fuldsteendige lgsning for vektordifferentialligningen (§).

Lgsning. Den fuldsteendige lgsning til vektordifferentialligningen (§)

1 0 —1
z=z(t)=c | 0 |+ | 1 | +cze®| 0 |,
1 0 1

hvor ¢y, c9,c3 € R.



(3) Bestem resolventen P(0,t) for differentialligningen (§).

Lgsning. Vi ser, at

1 0 —1
Z(O) =C 0 + C9 1 + c3 0 s
1 0 1

og hvis vi inverterer matricen

10 -1
c=101 0 |,
1 0 1
far vi ) .
3 0 3
C'=10 10
1 1
-3 0 3
Vi ser nu, at resolventen P(0,t) er den 3 x 3 matrix, der har sgjlerne

p1(t), p2(t) og ps(t), hvor

1 1 2 1

SR 0 37 2°
pi(t) = 0 ,p2(t) = | € | og ps(t) = 0

Lo g o i b

(4) Er vektordifferentialligningen (8§§) globalt asymptotisk stabil for visse
vaerdier af parameteren v € R?

Lgsning. Da 3 x 3 matricen B(v) er symmetrisk, er vektordifferen-
tialligningen (§§) globalt asymptotisk stabil, hvis og kun hvis B(v) er
negativ definit. De ledende hovedunderdeterminanter Dy, Dy og D3 af
forste, anden og tredje orden skal derfor have alternerende fortegn, sa
Di=v<0,Dy=v%—1>00g D3 =6 — 10v < 0. Dette medfgrer, at

2 3
U<O/\v2—1>0/\v>g<:>v<—1/\v>g.

Dette viser, at vektordifferentialligningen (§§) ikke er globalt asympto-
tisk stabil for nogen veerdi af v € R.

Opgave 3. Lad maengden K, veere en kompakt delmaengde af R™, maeng-
den K5 en kompakt delmaengde af R™ og maengden K3 en kompakt delmeaengde
af R!.



(1) Vis, at meengden
K:KlXKQI{(x,y)GRnXRm|SU€K1 /\yGKQ}

er en kompakt delmeengde af R" x R™.

Lgsning. Vi veaelger en vilkarlig folge (vy) = ((:ck, yk)> af punkter fra
mengden K X Kj. Folgen (zy) er en folge pa den kompakte maengde
K, og denne fplge har derfor en konvergent delfplge (x,), der har
greensepunkt » € K. Delfplgen (yi,) er en fglge af punkter pa den

kompakte meengde K, og den har derfor en konvergent delfglge (ykpq)
med greensepunkt y € K.

Viser nu. at den oprindelige folge (vy) = ((:ck, yk)) har den konvergente
delfglge (vy,, ) = ((xkpq,ykpq)>, som har greensepunktet v = (z,y) €

K x Ky. Heraf fremgar det, at K; x K5 er en kompakt delmaengde af
R" x R™.

(2) Vis, at meengden
C =K xKyxKs={(z,y,2) € R"XR"xR! |z € Ky Ay € K3 ANz € K3}
er en kompakt delmeengde af R” x R™ x R/

Lgsning. Dette folger umiddelbart af ovenstaende resultat.

Opgave 4. Vi betragter integralet

I(x) = /07r ((et + sint)z + 2:&2) dt = /Oﬂ ((et + sint)x + 2 (2‘:)2) dt

og den funktion F': R? — R, som har forskriften
V(z,y) € R*: F(z,y) = (" +sint)x + 23>
(1) Vis, at funktionen F' er konveks overalt pa definitionsmengden R2.

Lgsning. Vi ser, at

OF

— =¢' +sint o a—F—4
or g@y_ v



Da har funktionen F' = F(z,y) Hessematricen

/A 00
(1))

Denne matrix er positiv semidefinit, sa funktionen F' er konveks overalt
© R2
pa R~

*

Bestem den funktion z x*(t), der minimerer integralet I(x), idet
1 *

betingelserne z*(0) = 1 og z*(7) = 1e™ er opfyldt.
Lgsning. Ovenstaende resultat viser, at det givne variationsproblem
er et minimumsproblem.

Eulers differentialligning for dette problem er

OF d [OF
Ooxr dt

1 1
(%>:O<:>et+sint—4ji’:0<:>i:4et+4sint.

Heraf far vi sa, at den fuldsteendige lgsning til Eulers differentialligning

er
. 1, 1 1, 1.
Tr=-e ——-cost+c og x=—-€ — —sint + c;t + co,

4 4 4 4
hvor ¢q,c € R.
Idet betingelserne z*(0) = § og z*(m) = 1e™ skal veere opfyldt, far vi,

at ¢ = ﬁe” og ¢y = 0. den sggte lgsning er derfor

o1, 1 1
x (t)zze —Zsmt—kge t.



